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3 Teoremas e analise sistematica de redes

3.1 Revisao de definigées

Revisando os conceitos anteriores podemos classificar os circuitos como: Circuitos
Lineares: cada elemento do circuito € linear ou uma fonte independente. Circuito Invariante:
cada elemento do circuito ¢ invariante ou uma fonte independente. Circuito Linear e
Invariante: cada elemento do circuito ¢ linear e invariante ou uma fonte independente.

Circuitos Nao Lineares ou Variantes: aqueles que ndo sao lineares ou nao sao invariantes.

Nestas defini¢des as fontes independentes precisam ser tratadas separadamente pois
elas exercem um papel diferente do das outras variaveis de rede dos outros elementos. Além
disto todas as fontes independentes sdao elementos nao lineares (sua caracteristica ¢ uma linha

reta que ndo passa pela origem).

3.2 Teoremas de rede e transformagdées de fontes

Apesar das leis de Kirchhoff se aplicarem a todas as classes de problemas que serdo
estudados nesta disciplina nem sempre seu uso ¢ direto. Algumas vezes € necessario montar
sistemas de equagdes para solucionar um determinado problema. Computacionalmente
falando isto ndo representa um problema porém para analise manual de circuitos a solugdo de
sistemas de equagdes com ordem superior a trés pode se tornar bastante trabalhosa.
Adicionalmente, durante o projeto de circuitos, estas técnicas podem ndo ser de muita

utilidade.

Para nossa sorte, muitas vezes ¢ possivel calcular uma determinada varidvel de rede
simplificando a rede original. Isto pode ser realizado utilizando-se alguns teoremas,
associagdes e transformacgdes de elementos. Estas simplificacdes podem ser aplicadas sem
medo desde que a resposta desejada ndo se encontre junto aos elementos simplificados.
Quando as simplificagdes forem realizadas eliminando ou modificando a resposta desejada

deve se ter o cuidado de retornar ao problema original para desfazer as simplificagdes iniciais.
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3.2.1 Teorema da Superposicao

Seja uma rede linear, que apresente apenas uma resposta para o conjunto de excitacdo
(conjunto de fontes independentes que excita o circuito), independente dos elementos serem
variaveis ou nao com o tempo, entdo a resposta da rede causada por varias fontes

independentes ¢ a soma as respostas devidas a cada fonte independente agindo sozinha.

Em outras palavras, se desejarmos analisar um circuito que contenha muitas fontes
independentes podemos analisar a resposta da rede (circuito) para cada fonte em separado
(considerando que as demais fontes t€ém valor nulo — curto circuito para as fontes de tensao e

circuito aberto para as fontes de corrente) e depois somar todas as respostas.

Exemplo: Calcular V', e V.

+ 1 - (i) f(i=-i)
/\/\/ =+— —=
El iz
= +
1 B2

r2

Pela LTK temos que V,=V,—V,
. . o2
logo (3—i)-2=4+i-1, de onde se obtém l=§A

—2 14
Entao: VIZTV € V2:2~(3—i):?[/

Por superposicio temos que V,=v,(v)+v,(i,) e vi=v,(v,)+v,(i))

5 — Vs . _4 2 14
entao v,= m']% +[1S-REQ}_§-2+3.§_?V e
_ Vs . _4 2 =2
| g B Rel= 135
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3.2.2 Teorema de Thévenin-Norton

Seja uma rede linear ligada a uma carga por dois de seus terminais de forma que a
Unica interagdo entre rede e carga se da através destes terminais, entdo o teorema de Thévenin-
Norton afirma que as formas de onda de tensdo e corrente nestes terminais nao se afetam se a

rede for substituida por uma rede Thévenin equivalente ou Norton equivalente.

Para se obter esta rede equivalente basta determinar a relagdo v x i nos terminais da
rede. Isto pode ser realizado de forma genérica aplicando-se uma fonte de corrente de valor I,

nos terminais da rede e determinando a equagao da tensao sobre esta fonte.

Quando a rede em andlise apresenta apenas elementos lineares e fontes independentes
podemos obter os equivalentes Thévenin ou Norton da seguinte maneira: 1) A determinagdo
da tensdo de Thévenin corresponde a tensdo entre os terminais para os quais estamos
buscando o equivalente (os terminais devem ser mantidos em circuito aberto). 2) A
determinacgdo da corrente de Norton corresponde a corrente que circularia pelos terminais para
os quais se deseja determinar o equivalente (curto circuitar os terminais). 3) A resisténcia
pode ser obtida pela divisdo da tensdo de Thévenin pela corrente de Norton. Alternativamente
a resisténcia pode ser calculada substituindo as fontes independentes pela sua resisténcia
interna ( R=0 para fonte de tensdo e R=oo para fonte de corrente) ¢ determinando a
resisténcia equivalente nos terminais para os quais se deseja determinar o equivalente (neste

caso ndo pode haver fontes dependentes no circuito).

Exemplo: Determinar os equivalentes Thévenin e Norton entre os terminais 4 ¢ B da

rede abaixo.

RZ R5
Q ASN—
10 1 n

Thévenin — terminais 4 e B mantidos em aberto: V=V ;3

Voy=ix-R,=ix-3
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V,+Ryix—2ix+ R, ix=0

. -15  _—15

T 10-2+3 11
—15 . —45

V=7 357V

Norton — terminais 4 ¢ B mantidos em curto circuito: /y=izs (da esquerda para a

direita)

considerando 7, =ix+izs e Gp=G,+G;
I 3. ..

entdo lxzle e [ N:Z-ZT (divisor de corrente)

Vot Ry i =2 ix+ Ry i =0

. 1. .
VS+R3'ZT_2'Z'ZT+REQ'ZT:0

Lo -5 60
= -
-243 M
44
[,=2.280__ 45,
4 41 41

Com os sentidos estabelecidos para tensao e corrente

r=Lm 4
I, 11
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v VTH
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12V | |
-2A 1A 0A 14 24

3.2.3 Exploséao de fontes

Algumas vezes ¢ interessante transformar uma fonte independente em muitas outras de
forma a simplificar a analise do restante do circuito que permanece inalterado. Quando isto ¢

feito chamamos de transformagao, ou explosdo, de fontes.

Uma fonte de tensdo independente que tenha um de seus terminais ligados a mais de
um elemento de circuito pode ser desmembrada, removendo este n6 desde que cada elemento
permaneca interligado em série com uma fonte de tensao de mesmo valor e polaridade. A
figura abaixo ilustra o fato. Uma fonte v se conecta aos resistores R, e R,. Ela pode ser
desmembrada em duas fontes em paralelo de mesmo valor e polaridade e, finalmente,
separadas de forma que cada uma fique em série com um dos resistores R, ou R, . Do ponto
de vista de circuito as formas de onda de tensdo e corrente nos terminais A, B ¢ C

permanecem inalteradas.

Bl il
f\'/\/ -
B? iz
o
r r B
C
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Um procedimento semelhante pode ser realizado com as fontes de corrente. Neste caso
uma fonte que interligue dois pontos de um circuito pode ser substituida por outras tantas
desde que percorram um outro caminho que uma os mesmos dois pontos unidos pela fonte
original. A figura abaixo ilustra esta situacdo. Uma fonte de corrente faz circular uma corrente
il do n6 B para o n6 A. Em paralelo com esta fonte hd um outro caminho, formado pelos
resistores R, , R, ¢ R;, interligando o nd B ao n6 A. Entdo a fonte de corrente original pode
ser removida e outras podem ser colocadas em paralelo com estes resistores. Observe que a
corrente i/ movimentada pela fonte em paralelo com R; e deslocada pela fonte em paralelo
com R, e esta corrente é deslocada pela fonte em paralelo com R, de forma que toda a

corrente que saiu do né B chegou ao n6 A sem alterar o restante do circuito.

()
Ny

il

Bl

: R2 i1‘fll1r

B3

Exemplo: No circuito abaixo deseja-se calcular o valor da corrente I mas sem montar

um sistema de equagdes pela LCK nem LTK. Mostre uma forma de fazer.

Explodindo as fontes ¥} e I, e redesenhando o circuito obtemos
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deste ponto em diante basta fazer transformacdes sucessivas de modelos Thévenin e

Norton além de algumas associagdes de resistores. /=0,332 4

3.3 Analise de noés e malhas

Quando a simplificagdo de circuitos ndo ¢ possivel, ou se deseja resolvé-lo com
auxilio de ferramentas computacionais a aplicacdo da LCK e da LTK ¢ a maneira de resolver
o problema. Para facilitar a analise ¢ possivel sistematizar o equacionamento da LCK e da

LTK como segue.

3.3.1 Anadlise de nos

Para ilustrar esta técnica de resolugdo sistematica de circuitos considere a figura

abaixo.

Contar os nos essenciais (nds A, B e C). Como as tensdes Vac Ve € Vag se relacionam
pela lei das tensdes de Kirchhoff, apenas duas destas tensdes sao independentes, a terceira ¢
uma combinagdo linear das anteriores. Sendo assim ¢ possivel escrever duas equagdes de
tensdo de nds independentes. Quaisquer duas tensdes podem ser utilizadas mas normalmente

se escolhem as tensdes com relagdo ao nd referéncia. Assim chamamos de tensdo de no a
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diferenca de tensdo entre o potencial de um né com relagdo a referéncia. No exemplo abaixo
as tensoes de nd serdo V, e V. Assim, para cada n nds essenciais existe n-/ equagdes de
tensdes de nds independentes. Resolvendo o problema para as tensdes de n6 todas as tensoes
de bragco também ficam determinadas. As correntes de brago podem ser especificadas em

funcao das equagdes de brago impostas por cada elemento.

Para escrever as equagdes de n6 precisamos da lei das correntes de Kirchhoff. Assim

para o problema da figura acima temos
paraond A

I, +i,=1s,

Rl RZ
paraono B
i,+i,+i;=0

V=V, Vy—V, N vy—0
R, R, R,

reescrevendo as equagdes para os nds A e B respectivamente temos

+v,- LJrL -V, i =—Is
A Ie1 R2 B R2 - 1
“\R,|] ®\R, R, R, '\R,

Desta forma obtemos um sistema de equacdes com duas incognitas e duas equagdes
que pode ser resolvido sem maiores problemas. Como solugdo para o problema obteremos as
tensdes em cada nd. As correntes de cada ramo ficam definidas pela tensdo e pelo valor da

resisténcia, ou pelo valor da fonte de corrente.
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Observe que ha uma lei de formacao para o sistema de equagdes obtido, de forma que
ele poderia ter sido obtido por inspe¢do da rede. Para um determinado né N a equagao ¢ obtida
da seguinte forma: A tensdo do n6 N multiplicada pelo somatorio das condutancias que vao do
n6 N aos nos J. Esta parcela ¢ subtraida das tensdes nos nos J multiplicadas pelas
condutancias que interligam os nés J ao n6 N. O resultado ¢ igual a soma das correntes (de

fontes de corrente) que chegam ao nd N.
VN'Z GNJ_Z (VJ'GJN):Z Iy
onde G,y ¢éa condutancia que liga o nd Xaono Y.

3.3.2 Anadlise de malhas

Um outro método de analisar uma rede genérica ¢ o método das malhas. Para ilustrar

sua aplicacdo considere a figura a seguir.

S e
I
I e S

Jj i2
rl — i4 47 * —
s _| r? _l 144
O L=l =) ¢
W YAYS

Rl B

Inicialmente contamos o niimero de malhas essenciais (malhas M1, M2 e M3). Para
cada malha estipula-se uma corrente com sentido de referéncia arbitrario (IM1, IM2 e IM3). A
partir do sentido de referéncia arbitrado os sentidos das tensdes de referéncia também ficam
bem definidos. A partir dos sentidos de tensdo e utilizando a lei das tensdes de Kirchhoff
podemos escrever as equacdes que regem as correntes de cada malha. Em elementos que
pertencem a mais de uma malha, a corrente resultante serd a soma algébrica das correntes de

cada malha, levando-se em conta o sentido de cada corrente. Para o circuito acima temos
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para a malha 1

VartVestv2+v,,—vIi=0

R, (IM1—IM3)+R,-(IMI1—IM2)+v2+ R -(IM])—vI=0
para a malha 2

Va,tVast Vag— V24 v,,=0
R,-(IM2—IM3)+ Ry IM2+R - IM2—v2+R-(IM2—IM1)=0
para a malha 3

Ve, — V3t Ve, V=0
R,-(IM3)—v3+R,(IM3— IM2)+ R, (IM3—IM1)=0
reescrevendo as equagdes temos
IMI-(R,+R,+R,)—IM2-(R,)—IM3-(R,)=vI—v2
—IMI1-(R,)+IM2-(R,+R,+R+R,)—IM3-(R,)=v2
—IMI-(R,)—IM2-(R,)+ IM3-(R,+ R,+R,)=V3

Que resulta num sistema com trés equagdes e trés incognitas que pode ser resolvido de
forma simples. As correntes de ramo podem ser determinadas por uma simples relacio

algébrica entre correntes de malha.
i1=—IMI
i2=IM2
i3=—IM3
i4=IMI1— IM2

i5=IM2—1IM3
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As tensdes de ramo podem ser obtidas a partir dos valores das fontes de tensdo e das
quedas de tensdo sobre os resistores. A tensdo sobre as fontes de corrente deve ser

determinada pela lei das tensdes de Kirchhoff.

Observe que hd uma lei de formacao para o sistema de equacdes que determinam as
correntes de malha de modo que ele poderia ter sido obtido por simples inspecao da rede. Para
uma determinada malha M a equacdo ¢ obtida da seguinte maneira: A corrente da malha M
multiplica o somatdrio de todas as resisténcias que compde a malha. Esta parcela deve ser
subtraida das demais correntes de malha multiplicas as resisténcias em comum com a malha
M. O resultado ¢ igual ao somatdrio das tensdes (de fontes de tensdo) na malha com a

polaridade que concorde com a da corrente de malha estabelecida.
iM'Z Ry, — Z (iJ'RJM):Z Vu

onde Ry, ¢ aresisténcia da malha X que também pertence a malha Y.

3.4 Exercicios

1) Para o circuito abaixo determine a tensdo V sobre R; (use superposi¢do).

VA2 VAV

I1 B2 B
El 1 + 2 i

senit) - cos(3t)

Por superposi¢ao (Gnica solucao possivel)

G,(G3+G4)
Parall: V= LiGep 1 _ ' G,+G,+G, 1
Vo Gl+Gp, G3+G4 G +G2'(G3—|—G4) (G3+G4)
' G,+G,+G,
Vi Ry " R,+R,+R,
-V, = —
ParaV1: V, R4+R,, R +m
*" R+ R,+R,
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V=V,+V,

2) A rede abaixo ¢ o circuito equivalente de um amplificador transistorizado com
emissor comum ligado a uma carga resistiva ndo linear. a) Determine a rede Thévenin

equivalente do amplificador. b) Determine a tensdo de saida sobre a carga.

—
. I=100"i1
il
il )
AvAY AVAY |1
ri k1 B +
99 B2 4k v
1 r=2600+100%i"2
10 -

a) Transformando o circuito Norton em Thévenin obtemos uma fonte V,=1-R3 em

série com R3. O positivo da fonte se conecta a R/ e R2. Assim, V,=100k-7, .

Substituindo a resisténcia dependente de tensdo por uma fonte de tensdo V ficamos

com um circuito de duas malhas. Estipulando as correntes de malha em sentido horario:

Malha da esquerda: —V ,+RI-i,+R2-(i,—i)=0 (1)
Malha da direita: R2-(i—i;)+V,+R3-i+V =0 )
Del: i= Vi +R2-1, ;

¢ T TRITR2 (3)

Substituindo 3 em 2:

V +R2+,
R2[i— =22 v+ R3i+V =0
RI+R2
N >SN P e T I
\RiTR2™ "M Ritr2 T Nt
R2 R2-V

R..=R2+ R3— = L _

™ RI+R2’ Vin RI+R2 2
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b) O somatorio de tensdes no circuito equivalente Thévenin em série com a resisténcia

dependente de corrente ¢ dado por
~V oy +i Ry, +2600+100- =0 .
Determinar a corrente do circuito, 100-i°+ R,,-i+(2600—V ,,)=0

e V=2600+100-i"

3) Encontrar Vo em fun¢do de V1, V2 e dos resistores. Para os célculos, redesenhar o

circuito substituindo cada amplificador operacional pelo seu modelo ideal.

S El R2
B3
Yo
E B2

Equacionando as 4 incognitas ( Vx, Vpowv, Vur € Vo) pelo método das tensdes de

nos, bastaria resolver o sistema de equacdes abaixo.

Q ' VDOWN:

R2 RI 0

Vz - VDOWN n Vz_ V1

=0
R3 R
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4) Determine a tensdo ¥ sobre o resistor R, para as seguintes situagdes: a) (=44 ¢

vg=10V eb) i3=10A4 ¢ v¢=—10V_E possivel resolver este problema por superposi¢io?

BL ni

ez

Transformando o circuito Thévenin em Norton obtemos uma fonte de corrente

es ) ) . .
1 ES:E em paralelo com o resistor R/. O sentido da corrente /g é para baixo.

a) ig=4A para cima e [ =5A para baixo. O diodo estara cortado pois as correntes
por RI e R2 s6 poderiam circular de baixo para cima. Logo, o diodo ¢ uma chave aberta e

V=0V . Nao ¢ possivel resolver por superposi¢do pois, neste caso, o diodo conduziria para

lg .

b) is=10A para cima e I;=5A para cima. O diodo estard conduzindo pois as
correntes por R/ e R2 circulam de cima para baixo. Logo, o diodo ¢ uma chave fechada e a

corrente se divide entre as resisténcias.

V=i, R2,

) Lror 15
- .G2= 0.5=7.54
"G+ G2 05405 >~ 7%

V=15V
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5) Encontre o equivalente Thévenin entre os terminais A e B da rede abaixo.

B

o) w

15

W

w

RS

< S % S
5 10 5
7

RE&
50

Simplificando o circuito:

R12 R7
§ § R&
50 10

50

a) R4 pode ser retirado pois esta em paralelo com V1; b) R1 e R2 estdo em paralelo;
¢)R5 pode ser retirado pois estd em série com 12; d) 12 e I3 ficam em paralelo e podem ser

associados; ) 14 estd em curto e pode ser retirado.

Para calcular o equivalente Thévenin podemos colocar uma fonte de corrente [

(sentido para cima) entre os terminais A e B. Equacionando as tensdes de nds:

’ VA
N6 A: —I+R—8+123+1V3:O
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VA_ V3
RI2

VA
—]+R—8+123+ 15+ =0

__R8:RI2 . RSRI2 (Vs
4 R8+RI2  R8+RI2

Izs_ls)zRTH'H'VTH

RI2
_ RS'RI2 _R&RI2 [Vs
™M R8+RI2’> ™ R8+RI2\RI2 "B 3

6) No circuito abaixo, calcular as poténcias das fontes de corrente. O braco X

apresenta uma caracteristica v,=10-i +5

B2

r=2*ir3

O braco X corresponde a uma fonte de tensdo de 5V em série com uma resisténcia de
10Q ou uma fonte de corrente de 0,5A em paralelo com uma resisténcia de 10Q. R4 ¢ R3

estdo em série e podem ser associados. R6 e R5 estdo em série e podem ser associados.

_ir3 V2 B2
A
R34 R
5 I=3%ir3 Rgg

Ix 50
- B1 1>
(D) Sm st
2003
+

j ~

V=2%r3

Equacionando por tensdes de nos:

(VBJ+V2)_<_VR2)

NoBl: —1,,—1,,+
0 Bl B2 R34

=0
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(_VRZ) (_VRZ)_(VBI+V2)
No R2x: —1.,.+ + =0
0 Rex Y R2x R34

(VBI+V2)_(_VR2)
R34

Sabendo que 1 5,=0,5V p,, 15,=31p; ¢ 1=

Py ==V lg=— VBJ'(Oas'VRz)
PBZZ_VBZ'IBZZ(Vm_2'1R3+R56'3'1R3)‘(3'1R3)

7) No circuito abaixo determine a poténcia dissipada pelo resistor R,. Para tanto,

simplifique o circuito até obter apenas duas malhas. Apds, resolva o problema utilizando o

método das correntes de malha.

ri
El
20
20 BJ<>
RZ I=20*ib Ré
10 100
ib
A,
Il
B3 k4 RS
Z0 10 Z0
2.7

A fonte B pode ser explodida sobre V1, R2, R3 e R5 (explosdes menores sobre R6 ou
R4 podem ser realizadas mas € necessario mais aten¢ao para ndo errar as reais correntes sobre
estes resistores). Apos a explosdo € possivel converter todos os modelos Norton em Thévenin.
Assim, a fonte B/ e a resisténcia R/ em paralelo com V1 sdo simplificadas. B/ em paralelo

com // podem ser somadas. O circuito final pode ser visto abaixo.
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B1*R2

ib R4 R2

—\v A y

RS R3 V=200%b

20 20

B1*R5 M*R3-B1*R3 20
R6

V=400%ib V=54.400%Db 100

Equacionando por malhas e considerando as correntes em sentido horario:
Malha da esquerda: —B, ‘R5+ib-(R5+ R4)+(ib—i2)- R3+(11 ‘R3- B, ‘R3)=0

Malha da direita: —(/,-R3—B,-R3)+(i2—ib)-R3+i2-R2+B,-R2—-V ,+i2-R6=0

P, =R6-|i2

8) Para o circuito abaixo aplique uma fonte de tensdo de ¥ Volts entre os terminais A e
B. Equacione o problema utilizando malhas e isole a tensdo V' em fun¢do da corrente pela

fonte. Compare com o resultado obtido no exemplo de Thévenin-Norton. Repita o processo

com uma fonte de corrente de / Amperes.

Hi
B3 /\ B5
|
10 \/ /\{\/_1
15 2*ix
B
ix i’ 3 .

Aplicando uma fonte de tensdo entre A e B. Positivo para cima. Correntes de malha

em sentido anti-horério.

Malha da esquerda: i;"(R3+R4)—i, R4+V ;= V =0

Malha da direita: —V ,+i,"(R4+R5)—i-R4=0
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Sabendo que V =21y, iy=i,—i; ¢ V =Ry i,+V, basta resolver o sistema de

equagoes.

Aplicando uma fonte de corrente entre A e B. Corrente de baixo para cima.

—i,+—+ =0
Sy R3

4
e VH,:2~iX:2-R—1;"

Vi=R5-1,+V /=Ry i, +V 1

9) Escreva os sistemas de equagdes que resolvem os problemas abaixo pelos métodos

das malhas e dos nos.

B - Ux +
B Il
Bl B3
Bl
I=g™wx

(e

Or (Drz
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| Y=r*ix
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